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Resume 

Nous generalisons un resultat de Chen concernant une isogenie entre produits de jacobi- 
ennes de courbes modulaires associees a des sous-groupes de GL 2 (Fp). Cette generalisation 
s'applique a des objets munis d'une action de GL 2 (F), avec F un corps fini quelconque, dans 
des categories additives plus generales. 

Resume (version anglaise) 

We generalize a result of Chen concerning an isogeny between products of jacobians of 
modular curves associated to subgroups of GL 2 (F p ). This generalization concerns objects 
with an action by GL 2 (F), with F an arbitrary finite field, in more general additive categories. 

Le but de cet article est de redemontrer et de generaliser un resultat d'Imin Chen, concernant cer- 
taines identites entre fonctions zeta de courbes modulaires, ou, ce qui revient au meme, certaines 
isogenics entre des produits de jacobiennes de telles courbes. 

Soient F un corps fini, F' une extension quadratique de F et G := GL 2 (F). Le groupe G 
agit sur F 1 (¥) et sur P 1 (F / ). Soit B le fixateur dans G d'un point oo dans P^F), T le fixateur 
dans G de deux points 0,oo G P 1 (F), N le fixateur de l'ensemble {0, oo}, T' le fixateur d'un 
point dans P 1 (F ') — P 1 (F), et N' le fixateur de sa Au%(F ')-orbite. On appelle B un sous-groupe 
de Borel, T un tore maximal deploye, et T' un tore maximal non deploye. Le groupe N' est le 
normalisateur de T' et si F ^ F 2 , N est le normalisateur de T. 

Rappelons d'abord le resultat de Chen. Pour n > 1 entier, soit X(n)q la courbe modulaire 
qui est l'espace de modules (grassier si n < 3) compactifie de paires (E/S/Q, 4>), ou S est un 
Q-schema, E/S une courbe elliptique et 0: (Z/nZ) 2 — > E[n] un isomorphisme de S-schemas 
en groupes (voir [JTCp, oii ce probleme de modules est appele "naive level n structure"). Par 
construction, le groupe GL 2 (Z/raZ) agit a droite sur X(n)q : un element g envoie (E/S/Q, (ft) 
vers (E/S/Q, o g). Cette action induit, par fonctorialite de Picard, une action a gauche sur la 
jacobienne de X(n)q. La jacobienne d'une courbe X sur Q est un schema abelien sur Q notee 
jac(X). Le resultat de Chen est alors le suivant (voir [0, Theorem 1 et §10]). 
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Theoreme 1 (Chen, 1994) Si ¥ = ¥ p avec p premier, G agit surX = X(p) Q . Alors, jac(X/T) 
est isogene a jac(X/T") x jac(X/S) 2 ef jac(X/iV) est isogene a jac(X/N') x i&c(X/B). 

Certains quotients de X sont connus sous d'autres noms (voir [jKJ Ch. 1 1], [ |TTj , p. 36]) : 

X/T - X (p 2 ) Q , X/N' - X(p) non . spm X/B - X (p) Q , X/N - X (p%/(w p i). 

La preuve donnee par Chen consiste a montrer que les traces des operateurs de Hecke T n avec n 
premier a p sur les jacobiennes en question satisfont les identites requises pour conclure, par la 
relation d'Eichler et Shimura et par la conjecture de Tate (demontree par Faltings), a l'existence 
d'une telle isogenic Une preuve n'utilisant que la theorie des representations de G a ete donnee 
dans [Q] ; cette note ameliore la methode de [§], et donne quelques resultats supplementaires 
(Theoremes 3 et 4). Voir [Q] pour des applications aux variantes de 1' equation de Fermat. Dans 
[[I]] on trouve une preuve, inspiree par [|p et par 1' interpretation adelique des formes modulaires. 

Pour un groupe H et M un objet muni d'une action de H dans une categorie nous dirons 
que M admet des invariants par H si le foncteur Hom(— , M) H est representable. Dans ce cas, 
nous notons M H le sous-objet de M representant ce foncteur. 

Theoreme 2 Soit une categorie additive et Q-lineaire. Soit M un objet de muni d'une 
action a de G, qui admet des invariants par les sous-groupes de G. Alors il existe des isomor- 
phismes fonctoriels en (M, a) : 

M T ®M G ®M G = M r ®M B ®M B (1) 
M N © M G = M N ' © M B . (2) 

Pour voir que le Theoreme [l] est un cas special, on applique le Theoreme || avec = Q © stf, 
ou stf est la categorie des varietes abeliennes sur Q. Les objets de <€ sont done les memes que 
ceux de srf , et on a, pour deux objets A et B, Kom<#(A, B) = Q © Hom^(A, B). Pour un 
objet A de srf nous noterons Q © A l'objet correspondant de . Par construction, A et B dans 
stf sont isogenes si et seulement si Q © A et Q © B sont isomorphes dans c £. La categorie 
A est abelienne (done les objets des invariants existent), Q-lineaire et meme semi-simple. Soit 
maintenant M := Q © jac(X). Pour tout sous-groupe H de G on a alors M H = Q © ]&c{X/H). 
On a M G = car X/G est de genre zero. 

Preuve du Theoreme 2 Par le lemme de Yoneda (voir [0, Ch. 0, §1]), on se ramene au cas ou 
est la categorie des Q-espaces vectoriels. Notons, pour H c G un sous-groupe, Q[G/H] le 
Q[G]-module donne par Taction de multiplication a gauche de G sur G/H ; e'est l'induite a G 
de la representation triviale de H. Avec ces notations, on a, pour tout Q[G] -module M : 

M H = HoniQ^Q, M) = Hom Q[G] (Q[G/iJ], M). 

II suffit done de montrer qu'il existe des isomorphismes de Q[G] -modules : 

Q[G/T]©Q©Q = Q[G/r)®Q[G/B]®Q[G/B); (3) 
Q[G/X]©Q S Q[G/N']®Q[G/B]. (4) 
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D'apres [ p"3| , §12], il suffit, pour montrer que deux Q[G] -modules de type fini sont isomorphes, 
de verifier que leurs caracteres coincident. Dans notre cas, tout element de G a un conjugue dans 
B ou dans T'. Pour montrer l'existence du premier isomorphisme, nous allons montrer que les 
G-ensembles X := G /T YA {■} YA {■} aY := G /T' YA G / B YA G / B sont isomorphes en tant que 
£>-ensembles et en tant que T'-ensembles. Par la definition de T, T' et B on a : 

X = (P^F) x P X (F) - A) U {■} U {•}, Y = P X (F') U P^F). 

Notons a T element non trivial de Autf(F'). En tant que 5-ensemble, P X (F) est la reunion dis- 
jointe de la droite affine F et d'un point oo. Comme Taction de B /¥* sur F est simplement 
doublement transitive, on a un isomorphisme de 5-ensembles : 

X = B/F* UFUFU {■} U {•}. 

D'autre part, P 1 (F / ) — P 1 (F) est un B /¥* -ensemble libre, car si un element de B en fixe P, 
il fixe les trois points P, a(P) et oo de P 1 (F / ), done il est scalaire. Ceci acheve la preuve que 
X et Y sont isomorphes en tant que £>-ensembles. Considerons maintenant X et Y comme T'- 
ensembles. Par definition, T' fixe deux points conjugues de P 1 (F / ), done tout element de T' qui 
fixe un troisieme point de P 1 (F') est scalaire. II en resulte que X et Y ont chacun deux points 
fixes par T', dont les complements sont des T'/F*-ensembles libres. Comme #X = #Y, on a 
X = Y en tant que T'-ensembles, ce qui termine la preuve de l'existence d'un isomorphisme (3). 
Pour etablir (4), il suffit de montrer que les G-ensembles : 

X : = (Sym^P^F)) - A) U {•}, Y := P 1 (F')/( ( r) 

sont isomorphes en tant que £>-ensembles et T'-ensembles. Comme X et Y sont quotients de X 
et Y, on voit que les £> -ensembles X et Y sont de la forme : B / H YAW YA {■}, avec H contenant 
F* d'indice 2. Un tel H est unique a conjugaison pres dans B, done X = Y en tant que B- 
ensembles. 

Comme T' est cyclique, deux T'-ensembles transitifs sont isomorphes si et seulement si 
ils ont meme cardinal. On a #X = #Y. Alors, pour voir que X et Y sont T'-isomorphes, il 
suffit de montrer qu'il sont tous les deux T'/F*-libres, a un point et a au plus une autre orbite 
pres. Supposons qu'un t non trivial dans T'/F* fixe un element {P, Q} de Sym 2 (P 1 (F)) — A. 
Alors t 2 fixe quatre points dans P 1 (F'), done est scalaire. II existe au plus un tel t et on a Q = 
tP. Comme T' agit transitivement sur P X (F), cela fait au plus une orbite non T'/F*-libre dans 
Sym 2 (P 1 (F)) - A. Notons 0' et oo' les deux points fixes de V dans P^F'). L' action de V sur 
la F '-droite 0' dans F ' 2 est un isomorphisme de T' vers F '* ; des maintenant, nous verrons les 
T'-ensembles comme des F '*-ensembles via cet isomorphisme. L' action de F '* sur la droite oo' 
est donnee par a. Soit e x un element non nul de 0', et e 2 := cr(ei) son image dans oo'. Cette base 
de F' 2 donne une bijection entre P X (F') — {0', oo'} et F'*, qui envoie la droite F'(ei + ae 2 ) a 
a E ¥'*. Via cette bijection, a sur P 1 (F') — {0', oo'} correspond a 0: z i— > l/a(z) sur F'*. De 
meme, pour t dans F'*, Taction de t devient z i— > (cr(t)/t)z. Les orbites de T' sur F'* sont les 
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fibres de la norme F'* — > ¥*, tandis que <p agit sur l'ensemble de ces fibres par inversion de la 
norme. L' action de <\> sur l'orbite des elements de norme 1 est triviale, done donne une orbite 
T'/F*-libre dans Y, ainsi que les orbites de normes autres que 1 et — 1. □ 



Remarque 1 Nous avons formule le Theoreme [| pour des objets avec action de G dans des 
categories additives Q-lineaires admettant des invariants, pour pouvoir 1' appliquer egalement aux 
motifs de Chow, par exemple ceux associes aux espaces de formes modulaires de poids au moins 
deux, construits comme dans flTjO, ou dans d' autres categories Q-lineaires pseudo-abeliennes. 
Rappelons (par exemple [O, §1]) qu'une categorie additive est dite pseudo-abelienne si pour 



tout objet M tout idempotent dans End(M) admet un noyau (ou, ce qui est equivalent, une 
image). Pour un groupe fini H operant sur un objet M l'objet M H est l'image de l'idempotent 

(i/##) E,A " 



Remarque 2 L'idee d'utiliser la theorie des representations d'un groupe fini G pour en deduire 
des isogenies entre varietes abeliennes n'est certainement pas nouvelle ; voir pSp et . La preuve 
du Theoreme |2| montre que ce genre de resultats reste vrai dans le cadre plus general des catego- 
ries additives Q-lineaires pseudo-abeliennes. Dans [|8], §5] on trouve une relation pour certains 
sous-groupes de SL 2 (F p ) /{l, — 1}, mais pas les relations du Theoreme [| L'interet du resultat de 
Chen est que Ton obtient des renseignements sur la jacobienne de X(p) non . sp u t en termes d'objets 
deja mieux compris. 



Remarque 3 Loi'c Merel a pose la question de savoir si la correspondance constitute des deux 
morphismes quotients X — > X/N' et X — > X/N induit un morphisme de la jacobienne de X/N' 
vers celle de X/N dont le noyau est fini. La reponse depend de la position relative des sous- 
groupes N et N' dans G. En effet, a conjugaison pres, il existe un unique couple (T, T") avec T 
deploye et T" non deploye, telle que N fl N' soit de cardinal 4(p — 1). Pour cette configuration, 
Chen a montre que le noyau en question est fini ; voir [[3j]. 

Nous nous interessons maintenant a la question de savoir quels denominateurs sont essentiels 
dans le Theoreme 2. Plus precisement, on veut remplacer la condition "Q-lineaire" sur la catego- 
rie ^ par "Z(;)-lineaire" avec / premier et Z/n le localise de Z en I. La theorie de l'induction de 
Conlon [Q, §8 IB] nous permet de donner une reponse complete. 

Theoreme 3 Soit q le cardinal de F. Soit I un nombre premier. Si I ne divise pas q 2 — 1, alors 
le Theoreme 2 reste vrai avec Q remplace par Z^. Si I ne divise pas q — 1, alors la partie (2) du 
Theoreme 2 reste vraie avec Q remplace par Z(j) . 

Preuve Soit / premier. Un groupe fini C est dit cyclique modulo I si C admet un quotient cy- 
clique de noyau un /-groupe. Pour H un groupe fini et U, V deux //-ensembles finis la theorie 
de l'induction de Conlon implique que les //-modules Z(n[Z7] et Zm[V] sont isomorphes si et 
seulement si pour tout sous-groupe C cyclique modulo / de H, les C-ensembles U et V sont 
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isomorphes. Pour voir "settlement si" on applique (81.28) dans [Q| avec R = F/, et pour "si" on 
utilise (81.25) avec R = Wi, et les arguments dans (81.17) avec R = Z^. 

Supposons que / ne divise pas l'ordre de G. Alors les sous-groupes de G cycliques modulo / 
sont simplement les sous-groupes cycliques. Nous avons deja vu que X et Y, ainsi que X et Y, 
sont C-isomorphes pour tout sous-groupe cyclique C de G. 

Considerons le cas ou / est la caracteristique de F. Comme chaque element dans G d'ordre / 
a une point fixe unique dans P X (F), tout sous-groupe H de G cyclique modulo / est soit cyclique 
soit un conjugue d'un sous-groupe de B. Lors de la preuve du Theoreme 2 nous avons vu que X 
et Y, ainsi que X et Y, sont des 5-ensembles isomorphes. Ceci termine la preuve pour ce I. 

La derniere chose a montrer est que Z(j) [X] = Z^ [Y] en tant que G-modules pour les / ^ 2 
divisant q + 1. Supposons / comme cela. Notons que N' /¥* est un groupe diedrale d'ordre 
2(q + 1). Les iV'/F*-ensembles X et Y ont chacun un point fixe unique; notons X' et Y' les 
complements. Soit S un 2-sous-groupe de Sylow N'/W*, et H le sous-groupe maximal d'ordre 
impair de N'/W* ; ainsi N' /¥* est le produit semi-direct de H par S. Comme Q[X'] = N , Q[Y'} 
on a Q[H\X'] = s Q[H\Y']. Comme / ne divise pas #5, on a Z {l) [H\X'] = s Z {l) [H\Y'] par 
Conlon. Nous avons deja vu que les stabilisateurs dans T'/F* des elements de X' et de Y' sont 
d'ordre un ou deux. Done les stabilisateurs dans N'/W* ont des conjugues dans S. II en resulte 
que X' et Y' sont les induits des 5-ensembles H\X' et H\Y' (cf. [Q, §80B]). Par induction de 
modules, Zm [X 1 ] et Zm [Y') sont isomorphes en tant que X'-modules. Par Conlon, X' et Y' sont 
isomorphes en tant que C-ensembles pour tout sous-groupe C de N' cyclique modulo I. Mais 
tout sous-groupe cyclique modulo / de G est soit cyclique soit un conjugue d'un sous-groupe 
de N'. Encore par Conlon, Z (0 [X] = G Z (i) [Y] . □ 

Remarque 4 Soit / un nombre premier qui divise q 2 — 1. II existe un sous-groupe D de N/W* ou 
de N'/W*, diedral d'ordre 21. Alors D fixe plus de points dans X que dans Y, et, si I divise q — 1, 
plus dans X que dans Y. Par Conlon, on voit que pour la categorie des -modules les parties 
(1) et (2) du Theoreme 2 sont vraies seulement si / satisfait les conditions du Theoreme 3. 

Theoreme 4 Notations comme dans le Theoreme 1 . Soit I un nombre premier. Si I ne divise pas 
p 2 — 1, alors il existe une isogeniej&c(X/T) — > jac(X/T') x jac(X/£>) 2 de degre premier a I. Si 
I ne divise pas p — 1, alors il existe une isogenie jac(X / TV) — > jacpf/iV') x ]ac(X/B) de degre 
premier a I. 

Preuve On note d'abord que pour des objets A et B de srf on a Zm ® A = Z^ <g> B si et 
seulement s'il existe une isogenie A — ► B de degre premier a I. Sous les hypotheses faites sur 
I, le Theoreme 3 donne l'existence d'isomorphismes (Z^) <g> jac(X)) T — > (Z(/) <8> jac(X)) T ' © 
(Z (l ) ®jac(X)) B ' 2 et (Z (0 ® jac(X)) JV -> (Z (0 <g> jac(X)) JV ' © (Z (0 ©jac(X)) B . Pour terminer, 
il suffit de voir que les noyaux des morphismes jac(X/if) — > jac(X) sont d'ordre premier aux / 
concernes, pour H parmi T, T', B, N et X'. Mais ce noyau est le dual de Cartier du groupe du 
plus grand sous-revetement etale abelien de (X/H)q — Y/(Hn SL 2 (F p )) dans Y — > (X/H)q, 
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ou Y est une composante connexe de Xq (sur C cela se voit a l'aide des groupes fondamentaux). 
Pour p < 5 on a jac(X) = 0, nous supposons done que p > 5. Pour iV et N', les noyaux en 
question sont alors des 2-groupes. Pour T et B on obtient des quotients de F*, et T' donne un 
groupe cyclique d'ordre divisant p + 1. □ 

Remerciements. Nous tenons a remercier Laurent Moret-Bailly pour une lecture critique de ce 
texte. 
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